§9. Nahodné pokusy a nahodné jevy

Pozn.: Pokusem rozumime jednordazové uskutecnéni pevné stanovenych defini¢nich
podminek. RozliSujeme 2 druhy pokust:
1. Determinovany: za ur¢itych podminek Ize jednoznacné¢ predpovedét vysledek
pokusti.
2. Nahodny: vysledek neni jednoznacné uréen podminkami, za kterych pokusy
probihaji a miZeme je mnohokrat opakovat.

Def.: Néahodnym jevem budeme rozumét jakékoliv tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu, o
kterém mohu po provedeni pokusu fict, zda je nebo neni pravdivé.

Pozn.:

a) ProtoZe jev chapeme jako predpovéd vysledku néjakého pokusu, miZzeme tyto
predpovédi rizné kombinovat, spojovat logickymi spojkami, negovat, apod.

b) Jevy budeme oznaCovat A, B, ...

¢) Jevy miiZeme také chapat jako mozné vysledky ndhodného pokusu.

d) Piesnéjsi zavedent:
Zakladnim prostorem rozumime neprazdnou mnozinu Q .
Moznymi vysledky jednordzového pokusu jsou prvky @ z mnoZiny Q .

Tiidu d podmnozin Q nazveme jevovym polem (naQ ). PodmnoZiny A nalezici

do jevového pole d nazveme jevy.

Def.: Necht' A,B jsou jevy.
a) Rekneme, Ze jev A m4 za disledek jev B (jev A implikuje jev B) (zapisujeme
A L1 B), pravé tehdy kdyz jev B nastane vZdy, kdyZ nastane jev A.
b) Rekneme, Ze jevy A a B jsou si rovny (zapisujeme A = B) ,pravé
kdyZAUO BL B U A, tedy jev B nastane prave tehdy kdyZ nastane A.
c) Jev, ktery nastane pti kazdé realizaci pokusu, nazveme jevem jistym (oznacujeme
Q). Jev, ktery nemuiZe nikdy nastat, nazveme jev nemozny (oznacujeme [ ).

Def.: Necht' A, A,....,A, jsou jevy. Pak definujeme:

a) Jev A je sjednocenim jevl A, A,,....,A, (zapisA=A UA, 0. 0OA = QlAi):

A je jev, ktery nastane prave tehdy, kdyz nastane alespoii jeden z jeva
ALAL LA,

b) Jev A je prinikem jevl A, A,,...,A, (zdpisA=A NnA, n..NA = QlA,.):

A je jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyZ spole¢né nastanou jevy A, A,,...., A,

Def.: Necht' A,B jsou jevy
a) Opa¢nym (komplementirnim, doplitkovym) jevem k jevu A nazyvame jev A,
ktery nastane pravée tehdy, kdyZ nenastane jev A.
b) Rozdilem (rozdé€lenim) jevi A, B (v tomto pofadi) nazyvame jev A — B, ktery
nastane prave tehdy, kdyZ nastane jev A a nenastane jev B.
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Ziejmée plati

a) 0=0Q;0=0

b) ADA=Q; AnA=0
c) A-B=AnB

Jevy A, B nazveme neslucitelné (disjunktni), praveé tehdy kdyz An B=10].

Necht’ je ddn n¢jaky ndhodny pokus. Jev A nazveme elementarnim jevem, pravé tehdy
kdyZ neexistuji Zadné 2 jevy B,C, A# B # C takové,ze A= BUC, tj. jev A nelze
vyjadfit jako sjednoceni 2 jevl riznych od A.

Mnozinu vSech elementéarnich jevii nazveme jevovym polem (prostorem
elementarnich jevll). Je to mnoZina v§ech moZznych elementarnich vysledkii daného

nahodného pokusu. Oznacujeme ho Q.

Kazdy nahodny jev lze chipat jako podmnozZinu jevového pole Q. Tedy operace
s jevy pievadime na operace s mnoZinami. NemoZném jevu pak odpovida prazdna
mnoZzina, jistému jevu celé jevové pole Q.

§10. Pravdépodobnost

Klasicka definice pravdépodobnosti:

Necht' Q je konecna neprdzdna mnoZina stejné moznych vysledki daného nahodného
pokusu, tzn. Q je jevové pole. Necht' A 1 Q je jev. Oznacme |A|, resp. | Q| pocet
prvkli mnozZiny A, resp. Q.

) » A
Pak pravdépodobnosti jevu A nazyvame redlné Cislo P(A) = ||Q|| .

Ziejme plati

a) P(O)=0
P(Q)=1

b) Necht A,B[JQ jsou?2 jevy takové, ze An B =101, pak plati:
P(AOB)=P(A)+ P(B)

c) HAOQ:0sP(A) <1

Necht A,B [JQ jsou jevy. Pak plati:
P(AOB)=P(A)+P(B)-P(An B)
[Dk.: ]

Vlastnosti z pfedchozi poznamky (v zesilené verzi pro spocetny pocet podmnoZin) se
uzivaji k tzv. axiomatické definici pravdépodobnosti, kterd podmnoZiné¢ A [1 Q
piifadi redlné Cislo nazyvané pravdépodobnosti, tak aby platily podminky a), b), ¢)

z predchozi poznamky.

Necht A0 Q je jev. Pak pro pravdépodobnost opaéného jevu A plati:
P(A)=1-P(A)
[Dk.: ]



§11. Nezavislé jevy

Def.: Necht A, B[] Q jsou jevy.
Dva jevy A, B nazveme nezédvislé < P(An B) = P(A)[P(B)

Pozn.: U nezavislych jevli neméni informace o nastoupeni 1. jevu Sanci nastoupeni 2. jevu.
Tedy vysledek 1. jevu neovliviiuje pravdépodobnost 2. jevu.

Necht A, B jsou neslucitelné (= disjunktni ) jevy. Pak plati:
Jevy A,B jsou nezavislé < alespoil jeden z jevii A a B ma nulovou

pravdépodobnost.
[Dk.: ]

§12. Podminéna pravdépodobnost

Def.: Necht' A, B [1Q jsou jevy takové, Ze P(B)>0.
Podminénou pravdépodobnosti jevu A za predpokladu nastoupeni jevu B nazyvame
realné Cislo, dané vzorcem:

P(A|B):P(I‘:‘(;)B)

Pozn.: Jestlize jevy A a B jsou nezévislé, pak:
P(An B) _ P(A)[P(B
P(B) P(B)
To znamen4, Ze jevy A,B jsou nezavislé v tom smyslu, Ze informace o tom, Ze nastal
jev B, nema zadny vliv na to, Ze nastal jev A (nema zadny vliv na pravdépodobnost
jevu A).

Formule tGplné pravdépodobnosti

Necht' A,B, U Q, i[0{L2,...,n} jsou jevy takové, Ze A [ QlBi alli#j:B n B, = O

(jsou navzajem po dvou disjunktni).



P(A) = P(B)LP(A| B)) + P(B,)LP(A| B,) +...+ P(B,) LP(A| B,) = iP(B,-)EP(AI B))

[Dk.: ]

Pozn.: Jevy B,,B,,...,B, tvoii tzv. Uplny systém jevi (proto pojem “Formule tiplné
pravdépodobnosti”)

§13. Bayesuiv vzorec

Bayesuv vzorec (Bayesova formule)

n

[1B

i=1

Necht' A, B, U Q, i[1{1,2,...,n} jsou takové jevy, ze AU éBi,
Ui, j,i# j: B, n B; =0 . Necht LilJ{1,2,...,n}: P(B,) >0. Pak plati:
P(B,)LP(A|B,)

n

2 P(B)IP(A|B)

Uk O{L2,...,n}: P(B, | A) =

[Dk.: ]

§14. Posloupnost nezavisle opakovanych pokust

Pozn.: V tomto paragrafu budeme studovat takové pokusy, které maji pravé dva vysledky
(zdar, nezdar) a budeme zkoumat, jaka je pravdépodobnost toho, Ze pro n téchto
nezavislych pokusii nastane ptiznivy jev pravé k-krat.

Bernoulliho véta (Bernoulliho rozdéleni)
Provadime-li sérii n nezavislych pokust, kdy pravdépodobnost tispéSného pokusu je
P, pak pro pravdépodobnost toho, Ze praveé k pokusti bude dspésnych, plati:
n
P(k,n) = (k] p* [ -p)"™

[Dk.: ]




